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Abstract
La notion de diagramme localement libre, » €8t une généralisation de celle
de structure libre, Lexistence de ces dj foncteurs esquissableg a
été établie par Guitart et Lajp i la preuve est basée SUr une comstruction transfinie Par saturation.
Il y a donc un principe itératif, mais 3 chaque éta i :
raison fa thise de Gerne

pour les esquisses dont les cones Projectifs sont 3

intreduite par Guitart et Lair

mais valzble seulement
article présent fourn;s une nouvelle
épare bien davantage la partje effective de Iy pariie
{de nouvean les cénes projectifs doivent étre bases finies). Cette nouvelle
construction représente upe amélioration notable 3 Pégard de ([2], [3n. :

1 Introduction

Définition 1 : Soient 4 une catégorie, B une catégorie compléte et co-compléte et I . 4 — B un
foncteur. Le foncteur 7 admet des Diagrammes Localement Libres (D.L.L.} si et seule
tout B e Bily aune Petile catégorie DiLy(B) e ObCat, un foncteur DE
cone projectif dff = (B — Dg(C'))CEmU{B) tels que pour tout 4 €4:

ment si pour
: MU(B} — 4 et un

lim . '
H B, U4) = —  Homg( DEic . A)
ma(B )= U Homa( DE(C),. 4)
Comme mentionné ci-dessus, Guitart et Lair. {4
esquissables U/, en particulier pour {7 Je foncteu
avec S = (¢, 1, P) une esquisse mixte dont les

] ont établi Iexistence des D.L.L. pour Jes foneteurs
r-inclusion plein et fidale de A = Mod[S) dans B = Sete,
ensembles de céneg inductifs et projectifs sont notds par

¥
¢ I={r=(Wwi2y, U{)JGJ_I tel que J7 est une petite catégorie }
P
* P={p=(yP Fi V;}’)KGKP tel que K est une petite catégorie }.
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Dans la seclion 2 nous donnons une nouvelle preuve d’existence des D.L.L. (de nouveau pour un foncteur
esquissable U et avec la restriction que les bases projectives doivent étre finies) qui seront encore plus
facilement rmanipulables que les précédents parce que, dans les D.L.L. construits en suivant cetie preuve,
se trouve mieux séparé ce qui est effectif de ce qui ne ’est pas. Puisque la nouvelle preuve coincide en
grande partie avec celle de Gerner, nous allons souvent nous reporter, dans la section 2, & ({2], [3]).

2  Une nouvelle preuve d’existence constructive des D.L.L.

2.1 Motivation

Si le fonctear {C N Set) € SetS n'est pas un modeéle (le. n'est pas dans Mod{S}]), nous pouvons
trouver trois raisons principales pour lesquelles T ne Vest pas (les deux premiers concernent les limites
inductives, le troisidme se référe aux limites projectives).

Erreur 1 Il est possible que pour un cone inductif de § I'image de son sommet par T' ne soit pas

I
complitement atteinte par la base, i.e. qu’il existe 1=} 25,y segt € I tel que j—:—g—% (U #

(U} parce que U T(UHeTUh.
Jel! #
Erreur 2 1 est possible pour un cdne inductif de 5 que dans I'image de son sommet par T° deux points
de la base soient identifiés sans qu'il y ait un zig-zag dans la base qui les joigne ; autrement ditily a
: .
an [ = (U2 = Ulyzeyr € I tel que j—i%l‘,T(Uf) # T(UT) parce qu’il existe J, J' eIl zyeT(UD)

et wy € T(UL) avec T(ah)(zs) = T(a?;,)(a:,p), mmais sans aucune possibilité de combiner (z7,J)
et {z;,J') par un zig-zag.

P '
Erreur 3 Il existe P = (VP 25 VE)kexr € PP tel que %.IEI,KP TWVEY £T(VF)
¥ %

Nous essayons de réparer ces trois types d’erreurs par des ensembles de saturations. Mais comme nous
effectuons toutes ces saturations simultanément, il est possible que le nouveau foncteur contienne les trois
erreurs & noaveau. Pour cela nous devons recommencer la procédure. Si Ty est le ni®me foncteur de cette
procédure, noug notons 11 7., par Tw et le quotientons par une relation d’équivalence convenable qui

ne
fournira un modéle Th /. Un tel modéle Too /=~ sera ainsi donné par le choix d’une chaine de saturation
infinie convenable et d’une relation d’équivalence. Ces chaines de saturation infinies terminées avec les
relations d’équivalence convenables fourniront la catégorie sous-jacente du D.L.L de T

2.2 La construction point par point du D.L.L.
2.2.1 Les chaines de saturation de base

Soit h 1 T — M un morphisme de 7' vers un modele M de §. Nous allons construire un ensemble
de saturations, et Gerner montre dans {2] qu'il existe des saturations dans cet ensemble qui corrigent
les erreurs 1,2 et 3 et qui suivies de relations d’équivalences convenables transforment 7" en modeles de

I'esquisse 5 ¢
Erreur 1 Pour tout cone inductif I de Pesquisse $ nous notons par 7= T(UY\ | UIT{aﬂ)(T (U]
sed

I’ensexable des points du sormet T(U 1} qui ne sont pas atteints par des points de la base (TUN ) sear-
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Nous pouvons définir Ia mesure de réparation de Perreur 1 par
AL Ty = {21 0bgt P(TTy/2 est une application}.
Erreur 2 Ici nous devons corriger le probleme des “zig-zags manquants” dans la base (T(U$}) e 1. Sans
nuire & la généralité nous ne considérons que les zig-zags du type suivant -
JJ' — J PR Jif

Jog A g

.\ . 5 . L .
et seulement le deuxieme type de sig-zag J' eoe J wt JV presente un probléme de “zig-zags
manquants” comme nous le montrons en [2]. Définissons ensuite

OVJ) = {(ap, 20 € T(UL) x T(UL) Vs € T3 : T(Nxa) # w00 ou T(6)(2s) # 20},

Avec ©(J) := I%@’f’é(,f ) nous somimes maintenant capables de définir la mesure de réparation de
",
Verreur 2 par

oL 1)y = {8 : 01! s (O] )/ 9" est une application avec VJ ¢ J7 : 9 (1) c el
> I _. I
ot O = nge (7).

Erreur 3 Afin de réparer erreur due au fait que T ne transforme pas les cones projectifs de 5 en des
limites projectives de Sef, nous allons définir pour tout cone projectif P c IP de § -

W&’ 1Y e Iy,

La mesure globale de la correction des erreurs 1, 2 et 3 est Pensemble
I ! P
=I= ¥ 7).

Ag=T II‘;IIA(Q L) Il;g@(_,g T x PIEIJP (KF,T)

Pour tout élément (A, 9, 1) € I nous avons maintenant le foncteur de saturation Ty = Ti(A,9,¢) :
Tl(’\st?:"xb) . < —  Set
(0).10) —  (bSet
1 I I
w —  T(W) +}é{ﬂ jEJ_IHomQ(UJ, Wix (1) (erreurl)

H I I
+ I{;II JefHomg'(UJ’ W) x #1(J) (fzrreur2)
+ PHPHomC(VP} W) x ¢F (erreur3)
L G
FiC —  FiSet
Ty(e)

T1(¢} est défini par morceaux :
T(Ww) 29 ey

Homg (U], W) x M(J) — Home (U7, W'y x A (J)

(U‘{-E-I»VV,;B) pra—p (U}iwimﬂ,m)
Homg(UJ, W) x 6'(J) —  Homg(UT, w') x 92(J)
U 4w, z) — WA WS Wy
HOmg_(VP, W} X ‘l/)P — H{)mg(vp’ W’) % E‘,P
(VP 5 We) — (VP AW s )
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Cependant, comme les différents cdnes distingués de l'esquisse peuvent étre entremélés, il est possible
qu’une saturation anéantisse les effets d’une autre. Pour cela nous allons répéter la procédure de saturation
pour 71. Ainst nous cbtenons |’ensemble

Ty o= Iy(0,9,9) = IQEA(QI T4 x Il;{fe(gf,:rg} X PI;IP!I!(KP,TQ,

et nous pouvons définir Ay = o 0%) F I'y(}, ¥4, 4). Maintenant nous pouvons prolonger cette procédure
€
en une récurrence infinie. Ainsi nous obtenons des foncteurs T3,...,75 et des ensembles Iy, ..., Ty

Ay = AT, ..., An = An(T).

2.2.2 La construction du D.L.L.

Nous pouvens poser

déf
B =4 p: IN — 11 AT }
nelV
Pour p € Ay, nous pouvons définir le foncteur de saturation suivant :

déf

T(p) €T+ U L Tigatapy (p(n))-

ol I(p(n)) € IV est tel que p(n) € Ay,pmy)-

Par récurrence nous pouvons définir ensuite des chaines finies de saturation ol chaque membre est défini
sur son seul prédécesseur :

Pour n = 1 une telle chaine consiste en un élément p € A (7). Supposons ensuite que nous ayons défini
une chaine du type (p1, ..., pn) et un foncteur T(py, ..., pn) = T(p1)(p2)-.-(pn). Pour p ef Aco(T{(p1, 0y Pn))

nous pouvons ainsi considérer la chaine (p1, ..., pn, p) et le foncteur T(ps, .., pn, p) T(pl, e e
Définissons ensnite

= AL(T) E {(p1y or pa)¥i € {L, i} 2 i € Bl Tt o pi-1))}

Pour {(p1,..., pn) € AZ,, pour H € Mod[S], pour g : T{p1, ..., pn) — H et pour (' € { nous avons une
relation d’équivalence m3y¢cy donnée par :

Ve, ¥ € T(p1, s Pa)(C) : 7 mycy ¥ & 9(C)(&) = ¢(C)(y)-
Ainsi nous pouvons définir pour (p1,....pa) € AL, la classe suivante :
S = Ipr,epa) = B (1, pa)) £
{g:T{ps,.,pn) — H/ H € ObMod[S],T(ps, ..., p) /=g est un modéle de S}.
La ciasse 5 devient un ensemble si nous quotientons & par la relation d’¢quivalence suivante définie pour
tous T(p1s-.s Pn) L H et T(ps, ..., pn) <, H' e B(T,{ps,...pn)) par:
g g siet seulement si YO € C,Va, 3 € T(p1, .., n)(C) : 9(C)x) = ¢(CHy) & ¢'(CHz) = ¢{C)(w)-

Pour cela nous définissons

Q = Qp1s s pn) = UL, (1, s ) BT, (1 oo )

La catégorie d*indexation du D.L.L., notée F, peut étre définie maintenant sur les objets de la fagon

suivante :

obF & o .“Ej)w QT (P14 -er )



Une fleche [(p1,..., p0),0/n] — PYs s Pln), 9 /] est donnée par une transformation naturelle

T(p1y s Po )/ ng —— Ty, s o) g U est facile de voir que F est une catégorie petite. Ainsi nous
obtenons un foncteur :

D F — Mod[S]
, E(pls ceey pﬂ)’g/ﬁ} — T(Pl, aeey Pn)/mg
5\{(91:'"!!7?1)39/%] — [(pi""vp:i):g’/zl) oo {T(pls"‘:pﬂ)/?‘ug —")T(piﬁ'“)p:z)/my')

Nous avons, en outre, un céne projectif d : (d([(p, v )i 9/ m]) 1 T ——r Tim, "'fpﬂ}/f"‘ug){(ﬁx,--.,pn),g/z]EObJ":‘

2.3  La construction de 2.2.2 est un D.L.L. .

Dans cette partie nous montrous le

Théoréme 2.3 : Le diagramme (F, D, d) est localement libre pour le foncteur 7 - (. — Ens,
Afin de pouvoir prouver ce théoréme nous avons besoin d’énoncer le lemme suivant -

Lemme 2.4 : Si M e M odiS] est wn modéle de Pesquisse S, F et  deux foncteurs et ¢ : I —. G une
transformation naturelle dans Set<, alors pour tout & € Aoo(G) il existe une chaine p € Ao (F') et

une transformation naturelle t' : F(p) —— G(x) dont la restriction & F est t. Si ¢ est surjective,
alors ¢/ Pest aussi.

Preuve du Lemme : Construction par irmage inverse.

Preuve du Théoréame 2.3 : Conformément & la définition 1 nous devons vérifier pour tout modsle
M € Mod[S] et tout morphisme A : T — M dans EnsC les deux propriétés ;

¢ IY’abord nous devons trouver un [(p1:--, Pn), 9/~] € OBF et une factorisation de (r LM )
par I' ~— T(py, ..., pn)/mg. Nous nous référons ici & {2], pp.32-41 ou & [3] odt Gerner construit

un g N —s HNQ" et un morphisme g : T'(p) ~ M tels que T(p)/ g 5t un modéle et tels
ne
que T(p)/wg Tactorise (7' ~r M }-

¢ En outre, st ({{p1,...0.), g/x], m) et ({pts...00), 9'/&], m') factorisent le morphisme 7' - M,
nous devons trouver un zig-zag entre ([(py, P} g/x], m) et ([(p1s -0}, ' /], ).
Ecrivons B = (p1,...p2) et 7 = (), +++Pp)- Supposons donc que [§, g/x] et [7', 9’ /] satisfont la
premiére propiété, Sans nuire & la genéralité nous pouvons supposer que n == m (si ce n’est pas
12 cas, nous pouvons prolonger la suite la plus courte par des saturations vides). Considérons
d¢’abord la somme amalgamée Q := (TP +. T(F)/ng) qui est engendrée par les morphismes
T —T(P)/ng et T — T(F)/ng. La propriété universelle de la somme amalgamée fournit
vn morphisme unique ¢ : @ — M tel que ¢ commute avec m et m’.
En appliquant [2], pp.32-41 ou [3] au foncteur {J, nous pouvons trouver une application b
N — ]gINAﬂ(Q) et un morphisme ¢ : Q(u) — M tels que Q(jt)/n; soit un modéle et tels

n

que le morphisme ¢ factorise par Q{p)/~e. Jusqus la fin de cette preuve nous montrons
miaintenant qu’il existe un (2, e/ = [(€], 1 &na1), ¢fn] € OBF tel que T(E)/x. soit isomorphe
& Q(p)/ 1, et tels qu’ il existe des féches (P 9/x) — (€, e/x) et (710 /n) — (€,¢/x) qui
fournit le zig-zag désiré.

Afin de prouver cela, nous devons énoncer le lemme suivant :
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Lemme 2.5 : Avec les notations ci-dessus il existe une chaine €= (€1, &n) € AL(T) telle
que T(E) = T(F)+ T(F' )+ R(@,7) ot R(p,7') est une somme de sous-foncteurs { R signifie
“rogte”) dun des T'(£1, &) avec i € {1,.., n}. 1l existe, en outre, des transformations
naturelles T(€y, ..., &)~ @ (i € {1, .., n}) telles que le diagramme correspondant sur M
coit commutatif et telles que T(E1, ..., &) — @ soit surjective.

Preuve du Lemme 2.5 : La chaine ¢ est obtenue par formation successive de sommes amal-
gamées.

Nous pouvons appliquer le Lemme 9.4 & la chaine g € Ax{Q) et trouver une chaine £n1 €
Aee{T(£)) et une transfomation naturelle surjective T(€){€n+1). En combinant cette trans-
formation naturelle Q{p) —» Q{p) /=~ nous obtenons une transformation naturelle surjective
e 1 TE)Ens1) — Q1) me. Pour cette raison nous avons un modéle T(E)(€ny1)/=e qui est en-
gendré par un point du D.L.L. et qui est isomorphe & Q(p)/st. Les fleches (7, glw) — (€ ef=)
et (7,9 /) — (€ ¢/~) fournissent le zig-zag désiré. o
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